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Розглянуто можливість застосування 
нелінійного методу можливих переміщень [1, 2] 
для розрахунку плоскої статичної задачі теорії 
пружності [3], в нелінійній постановці. Показано 
вплив урахування нелінійних ефектів як на побу-
дову моделі так і на алгоритм розрахунку
Ключові слова: дискретна модель, геоме-
трична нелінійність
Рассмотрена возможность применения нели-
нейного метода возможных перемещений [1, 2] 
для расчета плоской статической задачи тео-
рии упругости [3] в нелинейной постановке. 
Показано влияние учета нелинейных эффектов, 
как на построение модели, так и на алгоритм 
расчета
Ключевые слова: дискретная модель, геоме-
трическая нелинейность
The possibility of applying non-linear method of 
virtual displacements [1, 2] to calculate the plane 
static problem of elasticity theory [3] in a nonlinear 
formulation is described in this article. The effect of 
allowing nonlinear effects, as in model building, and 
the calculation algorithm is observed here
Keywords: discrete model, geometric nonlinearity 
Введение
Ранее в работах [1, 2] был изложен метод возмож-
ных перемещений, позволяющий решать статические 
задачи о нагружении стержневых систем без состав-
ления уравнения равновесия. Важной особенностью 
метода является то, что он одинаково пригоден как для 
линейных, так и нелинейных задач. В работе [3] была 
показана возможность применения данного метода 
для расчета плоской статической задачи теории упру-
гости в линейной постановке. Данная работа посвяще-
на возможности применения указанного метода для 
решения аналогичных задач с учетом геометрической 
нелинейности, а так же рассмотрению проблем возни-
кающих при этом.
Аналогично работе [3] используется дискретный 
элемент прямоугольной формы, состоящий из четы-
рех узлов, соединенных шестью упругими связями  
(рис. 1).
Жесткости этих упругих связей находятся исходя 
из экспериментальных данных. При этом значения 
жесткостей зависят от вида деформирования элемен-
та. Решение задач на основе данной дискретной модели 
дает в линейном случае те же результаты для переме-
щений угловых точек, что и на основе эксперименталь-
ных данных либо на основе эквивалентной контину-
альной модели.
Однако, как указывалось, метод возможных пере-
мещений [1, 2] позволяет решать и нелинейные задачи. 
При этом приходится пересматривать многие клас-
сические понятия. В частности в механике деформи-
руемого твердого тела одним из основных является 
понятие краевой задачи, т.е. предполагается, что для 
тела заданной формы и размеров известны напряже-
ния и (или) перемещения на границах тела и требуется 
найти деформации и напряжения для всех точек тела.
 
Рис. 1. Дискретная модель прямоугольного элемента
Этот существенно-линейный подход опирается на 
предположения о малости деформаций по сравнению с 
размерами тела. В силу этого считается, что граничные 
условия заданы для тела исходной формы и размеров, 
пренебрегая перемещениями нагруженных границ. 
С этим связано и понятие напряжения в линейном 
случае, которое определяется как отношение нагрузки 
к размерам площадки нагружения в недеформирован-
60
Восточно-Европейский журнал передовых технологий 5/7 ( 53 ) 2011
ном случае. Т.е. вновь пренебрегается изменением раз-
меров нагруженного тела под действием приложенной 
нагрузки. В нелинейном случае классическое понятие 
краевой задачи становится недействительным. Мы не 
можем указать напряжения на границах тела, посколь-
ку эти границы нам заранее неизвестны. 
Так же возникают вопросы и по приложенной на-
грузке. Эта нагрузка может изменяться по величине 
и направлению в процессе нагружения и изменения 
формы и размеров тела. Фактически нелинейная за-
дача сводится к изучению процесса нагружения, при 
котором одновременно выясняются формы и разме-
ры тела после нагружения и вид нагружения. Метод 
последовательны перемещений соответствует содер-
жанию нелинейных задач, поэтому в данной работе 
рассматриваются типичные виды нагружения предла-
гаемого прямоугольного элемента конеч-
ных размеров и анализируются возникаю-
щие при этом нелинейные эффекты.
Для элемента прямоугольной формы 
основными являются деформации рас-
тяжения-сжатия, изгиба и сдвига. В ли-
нейном случае смысл этих деформаций 
очевиден, как было указано выше в по-
добных случаях результаты, полученные 
на основе дискретной модели, фактически 
совпадают с результатами, полученны-
ми на основе решения уравнений теории 
упругости либо на основе эксперимен-
тальных данных. В нелинейном случае 
будем рассматривать каждый из видов та-
ких деформаций в отдельности с анализом 
нелинейных эффектов для каждого вида 
нагружения, а так же при совместных на-
гружениях.
Растяжение-сжатие
В случае растяжения-сжатия (рис. 2) 
главным нелинейным эффектом является 
изменение размера нагруженной площад-
ки. В линейном случае суммарная сила, 
действующая на площадку, делится на ее исходную 
длину. В нелинейном случае она делится на ту длину, 
которая получилась в процессе деформирования. 
 
Рис. 2. Растяжение элемента, направление сил до дефор-
мации
Поэтому при растяжении нелинейные напряжения 
оказываются больше чем линейные, а при сжатии — 
меньше (рис. 3).
Соответствующая зависимость между приложен-
ной силой и образованной им напряжением изобра-
жена на рис. 4. Виден параболический характер зави-
симости.
 
Рис. 3. Сжатие элемента, направление сил до деформации
Изгиб. При изгибе, в процессе нагружения, проис-
ходит поворот нагруженных граней, поэтому необхо-
димо решить вопрос об ориентации приложенных к 
граням сил.
Возможны два варианта. Либо их ориентация не 
изменяется (рис. 5).
 
Рис. 5. Изгиб элемента, направление сил после деформа-
ции
Либо силы в процессе нагружения поворачиваются 
вместе с гранями (рис. 6).
 
Рис. 4. Зависимость между силой и вызываемым ею напряжением в 




Рис. 6. Изгиб элемента, направление сил после деформа-
ции
В каждом из этих случаев надо решать так же сле-
дующий вопрос: поскольку указанные силы образуют 
пары сил и в процессе нагружения плечи этих пар из-
меняются, то следует либо оставлять неизменными 
силы и учитывать, как следствие, изменение моментов 
пар, либо сохранять моменты пар и изменять с учетом 
новых плеч величины сил. 
Таки образом задача об изгибе прямоугольного 
элемента сводится к ряду различных задач результаты 
решения которых фактически не совпадают. Увидеть 
это можно на графиках зависимостей относительных 
перемещений узлов прямоугольного элемента от дей-
ствующей нагрузки (рис. 7-9). Во всех случаях резуль-
тирующие модели перемещаются, как твердое тело, так 
что бы положение узла 3 оставалось постоянным.
Рис. 7. Зависимость относительного перемещения от при-
ложенной нагрузки для случаев учета изменения моментов 
и без учета изменения
В данном случае, ось ординат отображает относи-
тельное перемещение вершины элемента 
εM = ′ −( ) + ′ −( )x x y yi i i i2 2 , 
где i — номер вершины, x ,ʹ yʹ —положение вершины в 
случае учета изменения величины момента, x, y — без 
учета. Ось абсцисс отображает действующую силу. 
Рис. 8 Зависимость относительного перемещения от при-
ложенной нагрузки для случаев учета поворота сил и без 
учета поворота
В данном случае, εD = ′ −( ) + ′ −( )x x y yi i i i2 2 , где x ,ʹ yʹ —
 положение вершины в случае учета изменения на-
правления сил, x, y — без учета.
Наибольшее отличие, наблюдается в случае учета, 
как поворота сил, так и изменения их величин (Рис. 
12).
 
Рис. 9. Зависимость относительного перемещения от при-
ложенной нагрузки для случаев учета поворота сил и 
изменения их величин и без учета
Здесь ε = ′ −( ) + ′ −( )x x y yi i i i2 2 , где x ,ʹ yʹ — положение
вершины в случае учета изменения направления сил и 
их величины, x, y — без учета.
Как видно из приведенных графиков отличия в по-
лучаемых результатах с увеличением нагрузки растут 
по параболическому закону, таким образом учет либо 
не учет того или иного нелинейного эффекта в модели 
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и методе расчета может значительно повлиять на полу-
чаемый результат.
Так же, следует отметить, что для случая нелиней-
ного расчета, в задаче о растяжении-сжатии и изгибе, 
в отличие от линейного, нет эффекта суперпозиции. 
То есть перемещения, получаемые путем сложения 
результатов расчета задач отдельно о растяжении-сжа-
тии и отдельно, об изгибе, не будут равны перемеще-
ниям, получаемым при решении задачи о совместном 
нагружении элемента такими же нагрузками.
Сдвиг
Фактически, при сдвиге, касательные (сдвиго-
вые) нагрузки эквивалентны усилиям, направленным 
вдоль диагонали (рис. 10).
В процессе деформирования следует либо сохра-
нять начальные направления этих усилий либо из-
менять эти направления так, что бы они продолжали 
оставаться направленными вдоль диагонали. Есте-
ственно результаты в таких двух случаях будут суще-
ственно различными (рис. 11-12).
 
Рис. 10. Модель сдвигового нагружения прямоугольного 
элемента
Рис. 11. Картина деформации элемента при сдвиге, без 
изменения направления сил
Рис. 12.  Картина деформации элемента при сдвиге, с 
изменением направления сил
График зависимости относительных перемещений 
от действующей нагрузки в данном случае будет сле-
дующим:
Здесь ε = ′ −( ) + ′ −( )x x y yi i i i2 2 , где x ,ʹ yʹ — положение
вершины в случае учета изменения направления, x, 
y — без учета.
Рис. 13 Картина деформации элемента при сдвиге, без 
изменения направления сил
Аналогично случаю изгиба отличия в получаемых 
результатах с увеличением нагрузки значительно уве-
личиваются.
Выводы
Получена модель для расчета геометрически не-
линейного прямоугольного элемента для трех типов 
нагружения, которые в совокупности своей полностью 
описывают типы нагружения исключающие переме-
щение объекта как твердого тела.
В пределах каждого нагружения рассмотрены воз-
можные варианты изменения алгоритма расчета с 
учетом нелинейности модели, которая подразумевает 
не только перемещение точки приложения силы, но и 
в части случаев изменение направления ее действия.
Проведен ряд расчетов для каждого из возможных, 
базовых, случаев нагружения как с учетом изменения 
направлений сил, так и без изменения, построены 
графики разностей перемещений в зависимости от 
выбранной схемы расчета относительно приложен-
ной силы. И показано что учет нелинейных эффектов 
сильно влияет на получаемые результаты.
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